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Corrigé de la feuille d’exercices no 4

(1)

(a) Nous avons

3

OF

%(a, b) = —2(xy — a — bt)
t=1

OF &

S5 @b = > ot —a—bt).

~

1

Notons

n n
Ty = E $t,§n: E tSCt.
t=1 t=1

Nous cherchons a résoudre le systéme

n(n+1)

—Zn+an+b 5 0
—5, +an(7L2+1) +bn(n+1)6(2n+1) 0.
Nous calculons la valeur de 'unique solution :
2 1 1
(—En—kan)xw_ _§t+aM - 0
3 2
2n+1 1 2 + 1
an<(n;—)—(n—2'_ )> = Z, (77‘37—"_)_877,
_ 2(@2n+ 1)z, — 65,
“ = n—1 ’
(—$n . bn(n—l— 1)) % (n+1) (—Sn +bn(n+ 1)(2n + 1)) _ 0
2 2 6
nn+1) (n+1 2n+1 n+1)
b(2)<23>_(2)xn5n

6(n+ 1)z, — 125,
nn+1)(n—1)

(b) Calculons les dérivées secondes de F' (pour voir une autre méthode que celle vue en

cours, vous choisissez celle que vous préférez) :

0’F
W(a, b) = 2n
0?F nn+1)2n+1)
7(&, b) =
ob? 3
0’F
9ah (a,b) = n(n+1).

La matrice hessienne de F' en (a,b) est donc

2n nn+1)

F (a,b) = n(n+1) n(n+1)3(2n+1)

1



La forme quadratique associée est :
nn+1)(2n+1)
3

n(n+1)(2n+1) 3z \° 3n(n+1)
3 (y(2n+1)> ~ i &t

e (e Y ()

2

(r,y) ~— 2nz?+ v+ 2n(n+ 1)y

On voit que n® —n > 0 pour n > 2 et que donc la forme quadratique est définie posi-
tive. Donc F' est strictement convexe. Donc le point critique trouvé est un minimum
absolu.

(2) (vu en cours)

(a)

Soit n le degré de P, on suppose n > 1. Le polynéme P peut s’écrire P(X) =

an X"+ ap, 1 X" P+ 4 ag (avec ag, ... , a, dans R). Et donc
AP(X) = (an(X-T)"+ - 4+ap) — (apn X"+ -+ ag)
= ap Y [CLX'(=T)"7"] = an X"
i=0
F(n 1 (X =T)" '+t ag) — (@1 X" 4+ ag)
= a Sy
i=0

F (1 (X =T)" 1+t ag) — (a1 X"V Fap).

Donc deg(AP) <n —1 = deg(P) — 1. Dans le cas n = 0, le méme calcul montre que
AP =0.

Soit n le degré de P. Par la question précédente, nous savons que si deg(P) < k — 1,
alors A¥P =0, ce qui n’est pas le cas. Donc deg(P) > k.

Nous avons (pour tout n)

1
+40(O)—0(1) = o
20(0)— (1) = a2,
4
et
o(l) = Cov(X,, Xn-1)
1
= Cov<2 n— 1+67L,Xn—1>
_ 99
= =0
D’ou :
5 o0) _
10— =@
o(0) = %aQ
et )
o(1) = Za?.
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La formule de récurrence pour les o(.) est

1
oh+1)= §U(h) .
Donc, pour tout h,
227h
o(h) = 3 o?.
(b) Nous avons (pour tout n)
1 1
Var(X,) = Var (6Xn_1 + an—Q + en)
O = 200+ 220(0) £ 0?4 20(1) +0
7 - 367 36 ¢ T 367
360(0) = 20(0) +20(1) + 3602
340(0) = 20(1) + 3602
1 1
Cov(X,,X,—1) = Cov <6Xn_1 + 6Xﬂ_2 + en,Xn_1>
1 1
o(l) = 60(0) + 60(1) +0
50(1) = o(0).
D’ou
1700(1) = 20(1) = 3602
1680(1) = 36«
36 , 3a?
W= I T
et 15
_ 19 9
o(0) = TR
Nous remarquons que 2 est racine de P, ce qui permet de factoriser :
1 1 z
PE)=1-ga- 5 =(1-5) (1+3)-

Donc les racines du polynéme sont {2; —3}. La relation de récurence sur les auto-
covariances est la suivante :

oh+2)=

o(h+1)+o(h)
e

de polyndme caractéristique Q(z) = 22 — z/6 — 1/6 dont les racines sont inverses de
celles de P. Les racines de @ sont donc {1/2; —1/3}. Donc o(h) s’écrit sous la forme

a b
o(h)= o + —7
(=3)"
Nous déterminons a et b a partir de o(0) et o(1) :
{ a+b =0o(0)
s-5 =o(l).
D’ou
1 1 a(0)
S4o) = 1
a (3 + 2) 3 +o(1)
a X > il + i o?
6  \14 14
24
a = —a?



et
b = 0(0)—a
A
- \14 33

(7548 J_gf
B 70 O

Nous avons

1
Var(X,) = Var <Xn_1 — 5 Xn-2 + €n>
0
o(0) = o(0) % —o(1)+a?
0
20, o(l) = o,
4
et
COV(X’I’L7X7L—1) = Cov (Xn—l - 7Xn—2 + enaX’I’L—l)
1
o(l) = o(0)— %
1
302( ) R
D’out
3o(1
_3o(1) +o(1) = o?
8
8
o(l) = 5042,
et
12
Soit le polynome P(z) =1 — z + 22 /2. Son discriminant est :
Ao1-2_
2
Les racines de P sont donc
{1+i;1—14}.

Le polynome caractéristique de la relation de récurence des o(h) est

Q(Z)12272+%,

dont les racines sont les inverses de celles de P et sont donc

11 11— 14
144’ 1—4) )

(nous aurions pu les calculer directement, sans passer par P). Les o(h) sont donc de
la forme

o(h) =a27"(1 —i)" + 627" (1 +i)".

Nous déterminons a et b & partir de o(0) et o(1) :

{ a+b =0(0)
G1—i)+ L1 +i) =o(1).



D’ou

0)(1
Sa+i-(-i) = o )(2“)—0(1)
o — a(0)(1 +14) o)
2
61 8
_ b 2 2_ 0 2
a = 1 X (5a + 5 5a )
6 24
a = ga2+€2a2,
et
b = o0(0)—a
_ 12, 6 o5, 20 9
= 5a (5a + 5 )
6, 2,
5 5
Nous avons donc pour tout h (avec R désignant la partie réelle)
o(h) = 2&2((3+z‘)2—h(1—i)h+(3—z‘)2—h(1+i)h)
5
4 2
= %R((3+i)2_h(1—i)h)
4a? ‘
= SR(@B+i2 (VI
5
4 2
- %R ((3 +)27172(cos(~ R /4) +isin(—h7r/4)))
4a?

- (3.2_h/2 cos(hm/4) +27h/2 sin(hw/él)) .

(4) (a) Sia # 0, le polyndome associé a ce processus est P(z) = 1—az, de racine 1/a. Dans ce
cas, on sait qu’il exise une suite stationnaire vérifiant la relation voulue si |1/a| > 1,
c’est a dire |a] < 1.

(b) Nous avons (pour tout t)
(

Var(X;) = Var(aXi—1+¢€)
o(0) = a*0(0)+ o?
2
o
o0 = =z

(¢) La relation de récurence vérifiée par les auto-covariances est la suivante :
o(h+1)=ac(h).

Nous en déduisons que pour tout A :

o2
o(h) = a2
(d) Donc o(h) N 0.
(e) Pour h > 1:
() = T _ g1



(f) Pour tout ¢, nous pouvons écrire

Xy = aXyq1+e&
a?Xio+ ae_1 + €

3 2
= a'Xy 3+a‘e o+ag 1+¢

t
= ath —+ E atﬁlei.
i=1

Fixons maintenant n. La donnée de Xy, ..., X,,_1 est équivalente & la donnée de
aXo+ €1, €2, €3, ..., €1 (les variables de la deuxiéme liste se déduisent de celle de
la deuxiéme liste, et vice-versa). Nous avons donc

n—1
E(a"Xo +a" ey + Z a" e+ ep|aXo + €1, €0, €n_1)
i=2
n—1
= a”XO + an7161 + Z a"ﬂq + E(en|aX0 + €1,€2,..., En—l)
i=2
n—1
= a"Xo+a" e + Z a""'e; + E(ey)
i=2

E(X,|X1,... X0 1)

n—1
= a”lel —+ E a"ﬂei,
=2

et
IE(X0|X1’...7X”_1) = E(XO|X1)
_ X
o a
Donc
Xn - IE:(‘X—nLXVlv e Xn—l) = €n,
X
XO _E(XO|X17' . 'aXn—l) = XO -2t = _2 .
a a
Donc
Cov(Xo — E(Xo| X1, ..., Xn_1), Xn — E(Xn|X1,... Xn_1)) = Cov (—il, en)
a
= 0.

(5) (a) Nous avons (pour tout t)

= Var(aX;_1+ € +be—1)
2

) (
a(0) = a*0(0) +o* 4+ b%0? +2abCov(X;_1,€1)
co(0) = CLQO'(O) + 02+ b%0? + 2ab Cov(aXi—o+ €1+ €—2,60-1)
a(0) = a*0(0)+ (1+b*)o? + 2abo?
2 2
o(0) = (1+ 5% + 2ab)o '

1—a?



Et aussi :

COV(Xt, Xt—l) = COV(CLXt_l + € + b€t_1, Xt—l)
o(l) = ao(0)+bCov(er_1, X¢—1)
o(1) = aoc(0)+bo?
2 _ 2
o) = (a(1 46"+ 2ab) + b(1 —a ))02
1—a?

(a+0b+ ab®+ a®b)

o(l) = T2 o”.

(b) Nous avons
o(l) a+b+ab®>+a*b (a+b)(1+ab)
P = ) T T R 2ab 10+ 2ab
La relation de récurence pour les auto-covariances est (pour h > 1) :
olh+1)=ac(h).

Donc, pour tout h > 1,
o(h) =a"to(1),
et donc
h—1(a+b)(1+ab)

h =
plh) = s o



